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proprietà’ d’ora .MANIERA di poligoni derivati 

Sin dal 1854 il chiari prof: P adula nel voi. V degli Annali di Sdente Matema- 
tiche e Fisiche (pag. 286) e nunzio alquanti teoremi intorno a una maniera di po- 
ligoni derivati da un poligono dato: noi, per semplice esercizio, cercammo dimostrarli, 
senza pretendere dì pubblicare le nostre dimostrazioni. Riandando ora sul medesimo 
argomento, ci siamo avveduti dell’analogia di quei teoremi con altri che si riferiscono 

a poligoni altrimenti derivati; e, variando la forma di derivazione, siamo giunti ad 

altre proprietà. Ciò ha dato luogo alla presente nota. 

S I. 

Abbiami in un piano un poligono P una retta R c un punto A : sia M, un ver- 
tice qualunque del poligono, da esso si conduca una parallela ad R, e su quella pa- 
rallela si tagli una porzione M,N, proporzionale alla distanza AM, tra il punto A e 
il vertice M, . Prendendo le distanze M,N* sempre da un medesimo lato, i punti N, 
saranno i vertici d'un nuovo poligono P , che diremo derivalo dal poligono P , il 
quale chiameremo derivante ; mentre diremo direttrice la retta R, c centro di deri- 
vazione il punto A. 

Posto ciò, rispetto a un qualunque sistema di assi ortogonali din 

x, , y, le coordinale del vertice M, ; 

t, , u, le coordinale del vertice N* corrispondente di M* ; 

a, (3 le coordinate del centro A ; 

poniamo OM, = d k ; OA — 3, essendo 0 l’origine delle coordinate. 

Sia inoltre 

(1) y = Ax-f -p 

l'equazione della direttrice : quella della retta che passa pe’ vertici corrispondenti M, , 
N, sarà 

(2) y = Ax -t- p, ; 

e Sarà inoltre 

(3) M.N, - (x, - t t ) tfT+TP = = (y, - •*)—££ = . 

cos f A sen ® 

essendo tang ? = 

Similmente 



Digitized by Google 



t (*) AM*= (*, — a)*-H (y, — (3)*= di -h 2 ax k — 2%,; 

e dinotando eoo r una costante, che, per l'omogeneità, supporremo essere una retta 
avremo per la soprascritta legge di derivazione 

(5) rM.N, =ÀS!. 


Per brevità di linguaggio chiameremo ragione di derivazione la costante r. 
Ora in virtù di queste equazioni (3), (4) e (5), deduciamo : 


( 6 ) 


<» — ** — ~ (d[ + o — 2ax, — , 

^ (di + <P — 2*r, — 2 1%,), 


avendo messo per semplicità 
r 


(7) r/m?-— =o; 

cos (f 


vTTl 5 




X sen <p 

c però l'equazione (1) della direttrice può essere scritta ancora cosi: 


(8) 9=“*4 - f*- 

Finalmente dinotando con S la superficie del poligono derivante P , e con S’ 
quello del poligono derivalo P', avremo : 

(9) s = ± (y,^ — y*_.) Ii= (**+1 — **-.)»< ; 

(10) S'= («»,.. — 

avvertendo che n rappresenta il numero dei lati del poligono, e clic pel valore 4=1 
l'indice corrispondente zero devesi mutare in n; c per k — n il corrispondente in- 
dice n -t- 1 devesi mutare in 1. 

S- Il 

Ponendo in (10) in luogo delle seti corrispondenti valori tratti dalla (6), e 
tenendo presenti la (9) e le seguenti forinole : 

X — 9*-i) = X (**+■ *»-i) = 0 j 

“t 

A — n A=* 

tyi+i — y* — i ) y* = JS (^i-m — *»— i)*» — o ; 
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|| (<C - «_.)*. - - |>* + , - x t _,)di 

^ (<£+, — <CL.)y» — - j£ t (y*+. — y*-X ; 

si troverà : 

in cui per sola semplicità è messo 

(12) ^ S («C. — «O y* ”*■ m i £ (<*»’+, — <*’-,)*» = »■ 

§. in. 


Per un dato poligono c un dato sistema di assi, le quantità S, m, n sou date: 
ora se nella foratola (11), oltre alla S, si suppone rimaner costanti anche a e b, e 
quindi la ragione r e la direzione ? della direttrice, allora la differenza S 1 — S rimarrà 
costante |>er lutti quei centri di derivazione, clic soddisfanno all’equazione 



ma questa è una retta normale alla direttrice, quindi abbiamo il seguente 

Teoremi I. — Per uno flesso poligono derivante, una stessa ragione di deriva- 
tone, c una medesima direttrice, la differenti tra la superficie del poligono derivato 
e quella del derivante rimane costante, mentre il centro di derivazione descrive una 
retta normale alla direttrice. 

Sieno A (a', (5 1 ) e A"(a", fi') due diversi centri di derivazione, S\ S" le superfìcie 
de corrispondenti poligoni derivati da un medesimo poligono di superfìcie S, con una 
medesima direttrice e una stessa ragione di derivazione; secondo la formola (11), avremo: 


-, 2S 


f , m \ 1 

S =T 

[ p - ts + sl 

r «)J 

« 2S 

fi"- " _L. b l 


S= T 

4S + «\ 

V «J J 


c quindi, sottrando e tenendo presenti le (7), si trae ; 

«" . fi- fi'\ _ («'— *")cos r + (fi-fi)un ? D 

T +_ rr 17 

ma il numeratore di quest’ ultima frazione c la proiezione ortogonale di A'A” sulla 
direttrice, quindi si ha il seguente 


(13) 


S'— S”= 2S| 


< 
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Corollario. — Qualunque sia la direttrice, la differenza delle superficie di due 
poligoni, derivati da un medesimo poligono con due diversi centri e con una mede- 
sima ragione, sta alla superficie del poligono derivante , come la proiezione della 
distanza de’centri di derivazione sulla direttrice sta alla metà della ragione di 
derivazione. 

§. IV. 


La stessa forinola (11) ci mostra che sarà S'= S, indipendentemente da a e è, 
purché a e jS soddisfacciano l’equazione 


(14) 



la quale essendo — un coeflìciente arbitrario rappresenta un punto di coordinale 


.... m n 

(15) a '.— 4S’ P° — 4s ; 

quindi ne consegue il seguente 

Tf.orf.ma li. — Qualunque sieno il poligono derivante, la direttrice e la ragione 
di derivazione, vi è sempre un centro di derivazione A„ , rispetto al quale il poli- 
gono derivato è equivalente al derivante. 

Questo centro lo diremo di derivazione per equivalenza. 

Applicando le forinole (15) al caso d’un triangolo, prendendo per asse del x un 
lato qualunque del triangolo, e per origine il punto di mezzo di questo lato si tro- 
va, secondo la formola (12), m = 0, e quindi a 0 = 0; laonde 

Corollario I. — In ogni triangolo il centro di derivazione per equivalenza è 
lo stesso centro del circolo circoscritto. 

Se il poligono derivante è iscritlibilc in un circolo, prendendo il centro per ori- 
gine delle coordinale, le d, risultano tutte ugnali al raggio, e quindi, secondo le for- 
molo (12) m = 0, n ■= 0, c per conseguenza ancora «„= (3 0 = 0; dunque 

Corollario II. — Se il poligono derivante è iscriltibile in un circolo, il centro 
di derivazione per equivalenza è lo stesso centro del circolo circoscritto. 

Introducendo nella (11) lea 0 ,|3 0 , c rimettendo per acb i loro valori (7), s’ottiene 

(16) 

1 * 

quindi 

Corollario III. — La differenza tra l’area del poligono derivato e quella del 
derivante sta a questa seconda, come la proiezione della distanza fra il corrispon- 
dente centro di derivazione e quello di derivazione per equivalenza sulla direttrice , 
sta alla metà della ragione di derivazione. 
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La (16) dà S'= S , se 

(17) (. - 

Indire, essendo 


sarà 


d(S'-S) 

df 


d(S' — S) 

df 

= 0 , se 


( ^ ) 


ajcos o (|3 — (3,)scn <f == 0, 

— (a — ajsen 9 -H (P — |3.)cOS 9 , 


(18) (“ — a.)scn 9 — (|3 — (3.)cos 9 = 0, 


e però da coleste formolo (17) c (18) ne deduciamo il seguente 

Corollario IV. — Rispetto a un centro di derivazione A, il poligono derivato 
risulterà equivalente al derivante, se la direttrice è perpendicolare alla congiun- 
gente questo centro con quello di derivaiione per equivalenza-, e la differenza tra 
le aree de’detti poligoni sarà massima, se la direttrice è parallela alla medesima 
congiungentc. 

Rimanendo gli stessi tutti gli altri elementi , sia 9 un nuovo angolo tale che 
9 '= 90° -f- 9 , c sia S" la superfìcie del corrispondente poligono derivalo; avremo, 
secondo la forinola (16) 


(19) 


S"— S = 


— (a — a.)sen 9 -t- (ft — (3 o )c 08 9 


S. 


e quindi, quadrando la (16) e quest'equazione, e addizionando i risullamenti, otter- 
remo : 


10 

(20) (S'~ S)*+ (S"~ S)’= [ (. _ «.)* + (p - Po)*] -p- = COSI.; 

laonde 

Corollario V. — Derivando da un medesimo poligono , di superficie S , con 
un medesimo centro e una stessa ragione di derivazione, ma con due direttrici dif- 
ferenti, due poligoni di superficie S', S", la somma de’quadrati (S 1 — S)\ (S" — S) ! 
sarà costante, qualunque sieno le due direttrici. 


S- V. 

Consideriamo ora tre poligoni derivanti, le cui rispettive superficie sieno S, S\ S”$ 
secondo le foratole (15), avremo : 

isti» a ». j m ' re n ' . " m " a" n " 

(il) a » == 4S r ’ P» == 4S r * “• == 4S i5 ’ 

essendo le q ' 0 , (3 ; q" 0 , ; m’, n; m", n" quantità analoghe alle a„ , (3„ ; m, fi; 

e sarà il determinante 
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Ma supponendo 

( 22 ) 


£(=* mn'S") = 16 SS’S"^ (=t 1 «' 0 (3" 0 ). 


m = m! -+■ m ', n = n 1 -f- S = S' -+- S", 


si ha JJ( ±»'S") = 0, quindi anche J)( ila 1 ,, /3 o ' , )=0. Or quesla è la condi- 
zione perche i tre punti (a„,( i 0 ) (a' 0) |3' 0 ); (x ot fs" a ) sieno in linea retta, quindi abbia- 
mo il teorema qui appresso : 

Teorema III. — Dividendo, mercè una diagonale, un dato poligono P in due 
altri poligoni P', P", i tre corrispondenti centri di derivazione per equivalenza stanno 
per dritto. 

Da cotesto teorema combinalo col corollario I. del. § prec. risulta il seguente 

Corollario I. — Il centro di derivazione per equivalenza d’ un quadrigono è 
l’intersezione delle due perpendicolari innalzate sulle due diagonali dai loro punti 
di mezzo. 

Corollario II. — In generale un poligono di un numero impari di lati si può 
scomporre sempre per mezzo d’una diagonale in un triangolo e in un'altro poligono 
di n — 1 lati; e siccome si possono per un medesimo vertice condurre due diagona- 
li clic operino una simile scomposizione, c lo stesso può farsi a qualunque altro vertice; 
cosi s’hanno in tutto 2n di tali scomposizioni; però, siccome, una medesima diagonale 
passa per due vertici, così il detto numero dcv’esscr ridotto a metà, e però il totale 
numero di scomposizioni veramente distinte è soltanto n. Quando poi il poligono è 
d’un numero pari n di lati, si può sempre scomporre per mezzo d'una diagonale che 

passa per due vertici opposti in due altri poligoni dello stesso numero ^ -+- l lati, 


si che si hanno in questo caso n scomposizioni di questa natura ; ma osservando an- 
che qui che i due vertici, posti agli estremi d’una medesima diagonale danno la stes- 
sa soluzione, così le scomposizioni veramente distinte saranno nel caso attuale soltanto 5- 

u 


Posto ciò, nel caso d'un poligono d'un numero impari di lati, il centro di deri- 
vazione per equivalenza è l’intersezione di n rette, che sono le congìungenli degli ana- 
loghi centri delie due porzioni, in cui può essere scomposto nel modo sopraindicato; 
e quando il poligono è d’un numero pari di lati le rette che passano pel detto cen- 
tro sono solamente *!• 


Secondo le formole (21) c (22) si ha 


*oS; 


quindi supponendo per un momento che la retta che passa pe'tre centri A, , A „ , A" 
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sia l'asse della x, e l'origine sia il centro A 0 del dato poligono, sarà a„— 0, e l'equa- 
zione ultima dà 


, s* H- «" 0 S" = 0 ; S': S" : : 


e però indipendentemente dal segno si conchiude il seguente 

Corollario III. — Le due poriioni, in che rimane diviso un dato poligono per 
meiiod'una diagonale, stanno tra loro nella ragione inversa delle distarne de 1 ri- 
spettivi centri di derivazione per equivalenza dall'analogo centro del poligono dato. 


s Vi. 


Congiugnendo l’origine 0 co’duc vertici consecutivi M„ M, + ,, le coordinalo p, 1+1 , 
9* . * + ,jdel centro del circolo circoscritto al triangolo OM t M, + l saranno date dalle 
forinole seguenti : 

= i d l y*+i - _ _ 1 d l . 

+l 2 x,y t+ , — ,,+l 2 x* y> + , — tf* **+< 

Ora le formole (15), tenendo presenti i significali di m ed n espressi nelle (12), 
e quello di S dato dalla (9), possono essere scritte eziandio al modo qui appresso : 

1 y,+, ~ y> d ‘ +i 1 1 % {d ‘ Xt *' ~ X> d * +,) 

«o=2 s; > f 3 ® — — 2 ’ 

y, *»+,) £(*, y>+, - *» »*+,) 

e però sostituendo i precedenti valori (23), in queste ultime formole, c ponendo 


(24) x 4 y l+l - y, x, +1 = m Q», * +1 , 

essendo m una costante, otterremo 

k=J% 


(25) 


Q», > + i p».*+ 1 


i=n 


tw- 


A+« 


*= 5 >l 


‘+1 


e da coleste formole si trae il teorema qui appresso : 

Teoreia IV. — Se nel piano d’un poligono si prenda dovunque un punto 0, 
e si congiunga coi sussecutivi vertici M, , M, ... M. del dato poligono; se inoltre a cia- 
scun triangolo OM,M„ec. si circoscriva il corrispondente circolo, eoi centri si applichino 
pesi (in generale forze parallele) proporzionali alle aree de'rispettivi triangoli iscritti; 
il centro di derivazione per equivalenza del dato poligono sarà il centro di gravità 
di quel sistema di pesi. 

2 
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S vii. 

Lo stesso procedimento analitico fin qui adoperato può ben servire a dimostrare 
gl’indicati teoremi del prof. Padula ; alcuni dei quali si scostano alquanto dai pre- 
cedenti per virtù della differenza nella derivazione. Ne confronteremo brevemente taluni, 
e vedrem pure a quali altre conseguenze si giunga; ma prima di ogn 'altro richiame- 
remo la maniera di derivare considerata dal sullodato Professore, la quale dinoteremo 
col simbolo (P) c ebe si scosta dalla nostra che indicheremo con (R), solo pel modo 
di determinare, sulle parallele alla direttrice, i vertici del poligono derivato; imperocché 
secondo la derivazione (R), questi vertici si assegnano staccando sulle dette parallele, 
e a partire dai vertici del poligono derivante, dei semmenti proporzionali ai quadrati 
delle distanze di questi medesimi vertici dal centro di derivazione; laddove che, se- 
condo la derivazione (P), i delti semmenti devono esser tagliali a partire dai punti 
in cui le parallele alla direttrice, sono rispettivamente incontrate da una normale co- 
mune (ved. A. di S. F. e M. t. V. pag. 286.). 

Ora ritenendo le medesime denominazioni adottate in questa nota, le coordinate 
t, , u, del vertice N, del poligono derivalo sono espresse da 

! <a - 1 (di -+- 2 «e, - Sfr t ) - X 

(26) I -X* 

( - * ( di + d*- 2ax, - Sto) + \ + j 

e con ciò, dinotando con S, la superficie del poligono derivato, calcolata colla formolo 
(10), e lenendo presenti le formole (7) e quelle in principio del §. II. si trova : 

_ 2S P. n a / m 

(27) S «~ TL^ ~ 4S + 6 \*~ 4s)J’ 

Or paragonando cotesta forinola con la (11) si fa chiaro in che stia la concor- 
danza o la differenza ncU'cnunziato dei teoremi del Prof. Padula e dei nostri. 

Il centro A., determinalo dalle formole (15), è identico nelle due derivazioni, se 
non che nella derivazione (P) il dello centro às’poligoni derivati nulli, mentre nella 
derivazione (R) li dà equivalenti al poligono derivante. 

Il cor: III, teor: II. si modifica, nella prima derivazione, al modo seguente : l’area 
del poligono derivato, rispetto a un punto A , sta a quella del poligono derivante 
come la proiezione di AA„ della direttrice sta alla metà della ragione di derivazione. 

E però paragonando il dello cor: III. con quesl’ulliino del Padula ne deduciamo 
la proposizione seguente : se da un medesimo poligono di superficie S e con uno 
stessa direttrice, una medesima ragione, e uno stesso centro di derivazione si deri- 
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vano due poligoni, l’uno S, , secondo la derivazione (P), l'altro S' secondo la deri- 
vazione (R) la differenza S' — S = S,. 

Le forinole (26) poi mostrano facilmente il seguente corollario che ha luogo nella 
derivazione (P); cioi', quando il poligono derivante e iscrittibile, il derivalo di area 
nulla ha i suoi vertici collocati in una retta normale alla direttrice. 


In effetti, prendendo per asse della x una parallela alla direttrice, con che X = 0, 
b " ao ; e prendendo per origine il centro del circolo che è centro della derivazione 

a 

6 

nulla quelle formolo riduconsi a (, = —, u, — y,, essendo c il raggio del circolo. 


Similmente in questa derivazione (P) i vertici di un quadrigono derivato da un 
altro quadrigono, rispetto a un qualunque centro di derivazione A, sono allocati su 
due parallele, quando la direttrice è normale ad AA 0 . 

Imperocché, analogamente al corollario III. §. II. la superfìcie del quadrigono in 
questo caso è nulla ; ma essa è dinotala da 


(*i — h) — «4) - («, — «j) ( t , — = 0, 


e questa equazione mostra la verità dcll'enunzialo. 

Lasciamo da parte ogni altro confronto, e rimandiamo ai citato voi. V degli annali 
di S. F. e M. per quelle osservazioni che riguardino l’uso del teorema IV. ( §. 


s Vili. 

Se nel poligono derivante supponiamo un vertice variabile, mentre i rimanenti rc- 
stan fissi il centro di derivazione A 0 (nulla o per equivalenza) andrà anch'csso variando di 
posizione ; c si può cercare il luogo che descrive, mentre il vertice variabile, che sup- 
poniamo sia (x, , y,) si muove anch’esso sopra una data linea 

(28) ?(*. >y,)=0. 

È chiaro che per risolvere questo problema bisognerà trovare le coordinale di A„ , 
che dinoteremo con (ed u, in funzione di x,,y, , e quindi combinare tali espressioni 
di ( ed u con la (28) per eliminarne x,,y,. Ora per aversi le espressioni di(edu 
in funzione di x, , y, può farsi in due modi, sia partendo dalle forinole (15), sia fa- 
cendo uso del cor: III, §. IV: noi ci atterremo a questa seconda maniera. 

Pertanto avendo supposto il vertice M,(x, , y,) variabile, il triangolo M, M, M„ 
sarà variabile, mentre il rimanente poligono M, Mj ... M„ sarà costante. Prendasi per ori- 
gine delle coordinate il vertice M„ per asse della x la retta M, M„, e si dinotino 
con * Parca del poligono fisso M, Mj....M„ , con *,(5 le coordinate del suo centro di 
derivazione A 0 ; e con a la distanza, o diagonale M a M. , 

Il centro di derivazione A„del triangolo variabile M, M, M. essendo il centro del 
circolo circoscritto (cor: I, teor. II, §. Ili) le sue cordinate saranno 
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1 « »?-*-*?- ax > 

2 ’ 2y, 

e comeehè la distanza di questo centro dal centro variabile (t, u) deve stare a quella 

del centro (a, \ì) al medesimo centro ((, u) nella inversa ragione della superficie i ay, 

del triangolo a quella della superficie s del poligono M, M, .... M„; e siccome inol- 
tre lutti e tre questi centri stanno per dritto (leor. Ili, § IV.) cosi le coordinate 

1, ed u saranno espresse conte segue 

a'y, ± 4as 

2 ay, =£ 4*’ 

a(y\ -t- x\ — ax,) =b 4(3* 

2ot/, =fc 4* 

Posto ciò supponiamo, il \crlice (x, , y,) muoversi sopra una retta y = Xx -t- p : 
l'equazione (28) sarà in tal caso 

(30) y, = Xx,-+- pj 

sicché bisognerà eliminare x, , y, fra le (29) e (30), il che s'ottiene agevolmente ; 
imperocché la prima (29) messovi in luogo di y, il suo valore (30), c risolutala ri- 
spetto ad x, , dà 

Op(o — 2() 4s(a — t) 
oà(o — 2 l) ‘ 

e la seconda (29) con la medesima sostituzione c risoluzione, dà: 

a(i -4- X*)xi -4- a[2X (p — u) — o]x, ap(p — 2u) tfc 4s(j3 — u) = 0, 

e sostituendo in qucst'ultima equazione il precedente valore di x, si giugne ad una 
equazione alla quale si può dare la forma seguente : 

[ (1 + X*) fop(a - 2 1) d= 4 *(« — I) 1* 

(30) 

t-aX(a — 2t)[(Xop’ — o*p — 4X,':s)(a — 2t)±4j(a — 2Xp)(a — f)-)-4Xs(2a-a)u] 

clic rappresenta un’ipcrbola di cui un asintoto ha per equazione i = ± a, ed è per- 
ciò la retta normale alla diagonale M a M, c passa sul punto di mezzo di questa dia- 
gonale; quindi si ha il seguente 

Teorema. — Essendo dato un poligono di cui un vertice si muova lungo una 
retta, mentre gli altri rimangono fissi, il centro di derivazione A 0 descrive un' iperbola. 

Osservaziomi. — L’equazione (30), allorché a =4 a, il che ha luogo quando la. 
porzione fissa del poligono è iscrillibilc in un circolo, diviene della forma 

}(t -t- X*)(au + 2*)‘ — oX[Xap* — o’p — (23 •+- 2Xu — o)2*j { (o - 2t)*= 0, 
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e quindi rappresenta una retta ( = { a, che è la bisegante normalmente la diagonale 
M, M, ; quindi l'iperbola del teorema precedente, è in questo caso, una retta. 

Éd è pure una retta parallela a quella ora trovata , quando il vertice mobile 
scorre sopra una parallela alla diagonale M, M, com’é agevole il verificare ; imperoc- 
ché basta porre nella (30) i = 0, e si ha subito 

op(o — 2 1) -+- 4s(<* — t) = 0. 


IX. 

Passiamo ora a un'altra maniera di derivazione, supponendo dato un'poligono de- 
rivante, un centro A, e una ragione o di derivazione; indi congiunto il vertice M, 
col centro A, c menala per M, la perpendicolare ad AM, , si tagli su questa una por- 
zione M, N, = a. AM, ; e facendo la medesima costruzione per ogni vertice del poligono 
dato, e prendendo i semmenli M, N, sempre nel medesimo senso, s’avrà un nuovo 
poligono derivato dal dato. 

Ritenute le medesime denominazioni precedenti, l'equazione della retta condotta 
pel vertice M»( x t , y t ) perpendicolarmente ad AM, sarà 


e inoltre 



(*-“). 


AM, = l/(x, — «)* -t- (y — (s)* , 

M,N, = (<■ ~ — «)* + (y, — p)* = _ (»,-», )v/(as, — «)* ( j|, — . 

V. ~ fi X, — a 

quindi, secondo le condizioni del problema 



da cui si trae 

t, =*, -+- a(y , — 0) ; u,=y, — a{x t — a) ; 

e messi questi valori nella (10), c riducendo in virtù delle prime formole del §. II e della 
(9), avremo 

(32) S' = (l + o*)S. 

Cotesto risullamcnlo, che ci mostra essere la superfìcie del poligono derivalo pio - 
ponionale a quella del derivante, qualunque sia il centro di derivazione, ci sembra 
molto importante per la valutazione delle superficie terminate da quelle curve che si 
deducono, secondo l'indicala derivazione da altre curve, di cui si conosce la quadra- 
tura. Cosi se la curva derivante è un circolo di raggio r, e il centro di derivazione 
è lo stesso ceulro del circolo, si trova agevolmente che la curva derivata è un’altro 
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circolo concentrico al dato, e di raggio r\J 1 4- a* ; il che conduce «d un’espressione 
per la superficie di questo secondo circolo, la quale conferma la formola (SS). 

Nel caso più generale che il centro di derivazione non fosse il centro stesso del 
circolo derivante, ma un punto di coordinate a, |3, l'equazione della curva derivata è 
la seguente del 6! grado 

( [(t 1 -t-u , +c , )(^+u)+2(a<-|-^u-4-r , )(o*,s — u)]* j 

(33) ! j = 4(1 -+-a )r (<*u — 01)’, 

in cui 

(34) c*= (1 - a >’ - aV + ?)■ 

Allorché a = fi = 0, la (33) si scinde nelle tre seguenti equazioni 

l 5 4- u* = 0 , t* 4- u’— (1 4 - «V = 0 , 1*4- ti 1 — (1 -t- a’)r*= 0, 

la prima delle quali dà lo stesso centro del circolo, od è estranea alla questione; le 
altre due coincidono in dare il sopraindicato circolo concentrico al derivante. 

Secondo la formola (32) dopo n sussecutive derivazioni , restando la stessa la 
ragine a, la superficie S*” del poligono derivato diviene (1 4- a’)* volle quella del 
dato; c se a = 1, risulta S‘ ’ = 2*.S. 

Se i vertici del poligono dato si trovano allocali in una retta R, allora S=0 , 
secondo la (32) anche S‘— 0 : in questo caso i vertici del poligono derivalo pur 
essi si trovano in una seconda rotta R'; imperocché dovunque si prendano tre punti 
sulla retta R, s'avrà sempre un triangolo derivato nullo , e quindi tre punti corri- 
spondenti posti anch'essi per drillo. Da ciò deduciamo il seguente 

Teorema I. — Se intorno ad un punto qualunque A si fa ruotare una retta B, 
la quale incontri una retta fissa R , e da ciascun punto d’incontro C si meni al 
corrispondente raggio AC la normale CG'= a. AC, sempre nel medesimo senso; il 
luogo di C' sarà una seconda retta R'. 

Anzi, potendo prendere le indicale normali in un senso e nell’opposto, rispetto » 
ciascun raggio, cosi si ha una seconda retta analoga alla R'. 

Ora è chiaro che la normale CC' inviluppa una parabola, che ha per fuoco A , 
per asse la perpendicolare menata da questo punto sulla retta R, c questa retta per 
tangente al vertice; quindi si può stabilire il teorema qui appresso. 

Teorema II. — Se dal fuoco d’una parabola si menano le perpendicolari alle tan- 
genti ,e su ciascuna tangente, a partire dal piede , si tagliano, ne’ due sensi, due 
pontoni eguali e ciascuna proporzionale alla lunghezza della rispettiva perpendico- 
lare; il luogo geometrico degli estremi di quelle porzioni è il sistema di due rette 
simmetricamente disposte rispetto all’asse della parabola. 

0 (Sarà continuato ). 
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